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Ëåêöèÿ 2.

Îáùèå ïðèíöèïû äåäóêòèâíîé

âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì.

Îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà

èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì.

Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì.

Ëîãèêà Õîàðà: ïðàâèëà âûâîäà è

ñâîéñòâà.

Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîâåðêè

ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàìì.



ÏÐÈÍÖÈÏÛ ÄÅÄÓÊÒÈÂÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

ÏÐÎÃÐÀÌÌ

1. Ïðîãðàììà π âû÷èñëÿåò îòíîøåíèå Rπ ìåæäó
äàííûìè íà âõîäå è íà âûõîäå ïðîãðàììû;

2. Òåêñò ïðîãðàììû � ôîðìàëüíîå îïèñàíèå
îòíîøåíèÿ Rπ ;

3. Cïåöèôèêàöèÿ ïðîãðàììû Φ � ýòî îïèñàíèå
òîãî îòíîøåíèÿ, êîòîðîå äîëæíà
ðåàëèçîâûâàòü ïðîãðàììà, íî íà äðóãîì ÿçûêå
(èëè â äðóãîé ôîðìå);

4. Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàììû π

îòíîñèòåëüíî ñïåöèôèêàöèè Φ � ýòî
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Rπ ⇒ Φ .
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ÏÐÈÍÖÈÏÛ ÄÅÄÓÊÒÈÂÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

ÏÐÎÃÐÀÌÌ

×òîáû óìåòü äîêàçûâàòü ïðàâèëüíîñòü ïðîãðàìì
íóæíî

1. ñòðîãî îïðåäåëèòü îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó
ïðîãðàìì: ñèñòåìó ïðàâèë, çàäàþùèõ
çàâèñèìîñòü ìåæäó âõîäíûìè è âûõîäíûìè
äàííûìè ïðîãðàìì;

2. âûáðàòü ôîðìàëüíûé ÿçûê äëÿ îïèñàíèÿ
òðåáîâàíèé ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàìì;

3. ïîñòðîèòü ëîãè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå (ñèñòåìó
ïðàâèë âûâîäà) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ
ïðàâèëüíîñòè ïðîãðàìì
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ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ñåìàíòèê

êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì: äåíîòàöèîííûé è îïåðàöèîííûé .

Äåíîòàöèîííûé : ïðîãðàììà îïèñûâàåò ôóíêöèþ; îíà

îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé äëÿ îòäåëüíûì

ôðàãìåíòîâ ïðîãðàììû;

Ïðèìåíÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ

ÿçûêîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îïåðàöèîííûé : ïðîãðàììà îïèñûâàåò îòíîøåíèå ïåðåõîäà

âû÷èñëåíèÿ èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

Ïðèìåíÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ

ÿçûêîâ èìïåðàòèâíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ
Îïðåäåëèì ñèíòàêñèñ è îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó

èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì.

Ïóñòü çàäàíà ñèãíàòóðà σ = 〈Const,Func ,Pred〉 , â êîòîðîé
îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî òåðìîâ Term è ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ

ôîðìóë Atom .

Óñëîâèìñÿ, ÷òî ⇐ � ýòî ñëóæåáíûé ñèìâîë, íå

ïðèíàäëåæàùèé ñèãíàòóðå σ .

Îïðåäåëåíèå

ïðèñâàèâàíèå ::= ¾ïåðåìåííàÿ¿ ⇐ ¾òåðì¿

óñëîâèå ::= ¾àòîì¿ | (¬óñëîâèå ) |
(óñëîâèå & óñëîâèå ) | (óñëîâèå ∨ óñëîâèå )

ïðîãðàììà ::= ïðèñâàèâàíèå |
ïðîãðàììà ; ïðîãðàììà |
if óñëîâèå then ïðîãðàììà else ïðîãðàììà � |
while óñëîâèå do ïðîãðàììà od
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ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

Ïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Const = {0, 1, 2, . . . },
Func = {+(2),−(2)},
Pred = {=(2), >(2), <(2)}

while ¬(x = y)
do

if x > y
then x ⇐ x − y
else y ⇐ y − x

�

od



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Çíà÷åíèåì èìïåðàòèâíîé ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå

âõîä�âûõîä ìåæäó âõîäíûìè äàííûìè è ðåçóëüòàòîì

âû÷èñëåíèÿ.

Îòíîøåíèå âõîä�âûõîä ïðîãðàììû îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè

îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè âû÷èñëåíèÿ

ïðîãðàììû.

Ñîñòîÿíèå âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ

êîìïîíåíòàìè � ñîñòîÿíèåì óïðàâëåíèÿ è ñîñòîÿíèåì

äàííûõ .



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëåíèÿ)

Ïóñòü Var � ýòî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, à GTerm � ýòî

ìíîæåñòâî îñíîâíûõ òåðìîâ ñèãíàòóðû σ .

Îöåíêîé ïåðåìåííûõ (ñîñòîÿíèåì äàííûõ) áóäåì íàçûâàòü

âñÿêîå îòîáðàæåíèå (ïîäñòàíîâêó) θ : Var → GTerm .

Ñîñòîÿíèåì óïðàâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïðîãðàììó, à

òàêæå ñïåöèàëüíûé ñèìâîë ∅ .

Ñîñòîÿíèåì âû÷èñëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïàðó 〈π, θ〉 ,
ãäå π � ñîñòîÿíèå óïðàâëåíèÿ, à θ � îöåíêà ïåðåìåííûõ.

Çàïèñü Stateσ áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèé ñèãíàòóðû σ .



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëåíèÿ)

Ïóñòü Var � ýòî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, à GTerm � ýòî

ìíîæåñòâî îñíîâíûõ òåðìîâ ñèãíàòóðû σ .

Îöåíêîé ïåðåìåííûõ (ñîñòîÿíèåì äàííûõ) áóäåì íàçûâàòü

âñÿêîå îòîáðàæåíèå (ïîäñòàíîâêó) θ : Var → GTerm .

Ñîñòîÿíèåì óïðàâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïðîãðàììó, à

òàêæå ñïåöèàëüíûé ñèìâîë ∅ .

Ñîñòîÿíèåì âû÷èñëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïàðó 〈π, θ〉 ,
ãäå π � ñîñòîÿíèå óïðàâëåíèÿ, à θ � îöåíêà ïåðåìåííûõ.

Çàïèñü Stateσ áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèé ñèãíàòóðû σ .
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Ïóñòü Var � ýòî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, à GTerm � ýòî

ìíîæåñòâî îñíîâíûõ òåðìîâ ñèãíàòóðû σ .

Îöåíêîé ïåðåìåííûõ (ñîñòîÿíèåì äàííûõ) áóäåì íàçûâàòü

âñÿêîå îòîáðàæåíèå (ïîäñòàíîâêó) θ : Var → GTerm .

Ñîñòîÿíèåì óïðàâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïðîãðàììó, à

òàêæå ñïåöèàëüíûé ñèìâîë ∅ .

Ñîñòîÿíèåì âû÷èñëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïàðó 〈π, θ〉 ,
ãäå π � ñîñòîÿíèå óïðàâëåíèÿ, à θ � îöåíêà ïåðåìåííûõ.

Çàïèñü Stateσ áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèé ñèãíàòóðû σ .



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëåíèÿ)

Ïóñòü Var � ýòî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, à GTerm � ýòî

ìíîæåñòâî îñíîâíûõ òåðìîâ ñèãíàòóðû σ .

Îöåíêîé ïåðåìåííûõ (ñîñòîÿíèåì äàííûõ) áóäåì íàçûâàòü

âñÿêîå îòîáðàæåíèå (ïîäñòàíîâêó) θ : Var → GTerm .

Ñîñòîÿíèåì óïðàâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïðîãðàììó, à

òàêæå ñïåöèàëüíûé ñèìâîë ∅ .

Ñîñòîÿíèåì âû÷èñëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïàðó 〈π, θ〉 ,
ãäå π � ñîñòîÿíèå óïðàâëåíèÿ, à θ � îöåíêà ïåðåìåííûõ.

Çàïèñü Stateσ áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèé ñèãíàòóðû σ .



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

Ïóñòü I � ýòî èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ .

Òîãäà îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ äëÿ èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì � ýòî

áèíàðíîå îòíîøåíèå −→I íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ

Stateσ , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

ASS: 〈x ⇐ t, θ〉 −→I 〈∅, {x/t}θ〉;

COMP∅: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈∅, η〉;

COMP: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π′1;π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈π′1, η〉 è π′1 6= ∅;



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

Ïóñòü I � ýòî èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ .

Òîãäà îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ äëÿ èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì � ýòî

áèíàðíîå îòíîøåíèå −→I íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ

Stateσ , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

ASS: 〈x ⇐ t, θ〉 −→I 〈∅, {x/t}θ〉;

COMP∅: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈∅, η〉;

COMP: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π′1;π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈π′1, η〉 è π′1 6= ∅;



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

Ïóñòü I � ýòî èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ .

Òîãäà îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ äëÿ èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì � ýòî

áèíàðíîå îòíîøåíèå −→I íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ

Stateσ , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

ASS: 〈x ⇐ t, θ〉 −→I 〈∅, {x/t}θ〉;

COMP∅: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈∅, η〉;

COMP: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π′1;π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈π′1, η〉 è π′1 6= ∅;



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

Ïóñòü I � ýòî èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ .

Òîãäà îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ äëÿ èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì � ýòî

áèíàðíîå îòíîøåíèå −→I íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ

Stateσ , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

ASS: 〈x ⇐ t, θ〉 −→I 〈∅, {x/t}θ〉;

COMP∅: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈∅, η〉;

COMP: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π′1;π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈π′1, η〉 è π′1 6= ∅;



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

Ïóñòü I � ýòî èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ .

Òîãäà îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ äëÿ èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì � ýòî

áèíàðíîå îòíîøåíèå −→I íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ

Stateσ , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

ASS: 〈x ⇐ t, θ〉 −→I 〈∅, {x/t}θ〉;

COMP∅: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈∅, η〉;

COMP: 〈π1;π2, θ〉 −→I 〈π′1;π2, η〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈π1, θ〉 −→I 〈π′1, η〉 è π′1 6= ∅;



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

IF1: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π1, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

IF0: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π2, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ;

WHILE1: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈π; while C do π od, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

WHILE0: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈∅, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ.

Îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ −→I îïðåäåëÿåò, êàê èçìåíÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå âû÷èñëåíèÿ çà îäèí øàã ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà

èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì.



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

IF1: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π1, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

IF0: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π2, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ;

WHILE1: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈π; while C do π od, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

WHILE0: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈∅, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ.

Îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ −→I îïðåäåëÿåò, êàê èçìåíÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå âû÷èñëåíèÿ çà îäèí øàã ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà

èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì.



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

IF1: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π1, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

IF0: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π2, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ;

WHILE1: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈π; while C do π od, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

WHILE0: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈∅, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ.

Îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ −→I îïðåäåëÿåò, êàê èçìåíÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå âû÷èñëåíèÿ çà îäèí øàã ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà

èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì.



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

IF1: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π1, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

IF0: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π2, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ;

WHILE1: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈π; while C do π od, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

WHILE0: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈∅, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ.

Îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ −→I îïðåäåëÿåò, êàê èçìåíÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå âû÷èñëåíèÿ çà îäèí øàã ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà

èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì.



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (îòíîøåíèÿ ïåðåõîäîâ)

IF1: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π1, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

IF0: 〈if C then π1 else π2 �, θ〉 −→I 〈π2, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ;

WHILE1: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈π; while C do π od, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I |= Cθ;

WHILE0: 〈while C do π od, θ〉 −→I 〈∅, θ〉
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I 6|= Cθ.

Îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ −→I îïðåäåëÿåò, êàê èçìåíÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå âû÷èñëåíèÿ çà îäèí øàã ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà

èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì.



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû)

Ïóñòü π0 � ýòî èìïåðàòèâíàÿ ïðîãðàììà, θ0 � îöåíêà

ïåðåìåííûõ.

×àñòè÷íûì âû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû π0 íà îöåíêå ïåðåìåííûõ

θ0 â èíòåðïðåòàöèè I íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ

〈π0, θ0〉, 〈π1, θ1〉, . . . , 〈πn−1, θn−1〉, 〈πn, θn〉, . . . ,

â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 1, âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå

〈πn−1, θn−1〉 −→I 〈πn, θn〉.

Âû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû π0 íà îöåíêå ïåðåìåííûõ θ0 â

èíòåðïðåòàöèè I íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìàêñèìàëüíîå ÷àñòè÷íîå

âû÷èñëåíèå (âû÷èñëåíèå, êîòîðîå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü).



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû)

Ïóñòü π0 � ýòî èìïåðàòèâíàÿ ïðîãðàììà, θ0 � îöåíêà

ïåðåìåííûõ.

×àñòè÷íûì âû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû π0 íà îöåíêå ïåðåìåííûõ

θ0 â èíòåðïðåòàöèè I íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ

〈π0, θ0〉, 〈π1, θ1〉, . . . , 〈πn−1, θn−1〉, 〈πn, θn〉, . . . ,

â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 1, âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå

〈πn−1, θn−1〉 −→I 〈πn, θn〉.

Âû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû π0 íà îöåíêå ïåðåìåííûõ θ0 â

èíòåðïðåòàöèè I íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìàêñèìàëüíîå ÷àñòè÷íîå

âû÷èñëåíèå (âû÷èñëåíèå, êîòîðîå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü).



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Îïðåäåëåíèå (âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû)

Ïóñòü π0 � ýòî èìïåðàòèâíàÿ ïðîãðàììà, θ0 � îöåíêà

ïåðåìåííûõ.

×àñòè÷íûì âû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû π0 íà îöåíêå ïåðåìåííûõ

θ0 â èíòåðïðåòàöèè I íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèÿ

〈π0, θ0〉, 〈π1, θ1〉, . . . , 〈πn−1, θn−1〉, 〈πn, θn〉, . . . ,

â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 1, âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå

〈πn−1, θn−1〉 −→I 〈πn, θn〉.

Âû÷èñëåíèåì ïðîãðàììû π0 íà îöåíêå ïåðåìåííûõ θ0 â

èíòåðïðåòàöèè I íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìàêñèìàëüíîå ÷àñòè÷íîå

âû÷èñëåíèå (âû÷èñëåíèå, êîòîðîå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü).



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

Ïóñòü I � èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ = 〈Const,Func ,Pred〉:
Const = {0, 1, 2, . . . , }, Func = {+(2),−(2)},
Pred = {=(2), >(2), <(2)},
ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0 ñ îáû÷íûìè àðèôìåòè÷åñêèìè

îïåðàöèÿìè è îòíîøåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

íà îöåíêå ïåðåìåííûõ θ0 = {x/4, y/6}.



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

Ïóñòü I � èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ = 〈Const,Func ,Pred〉:
Const = {0, 1, 2, . . . , }, Func = {+(2),−(2)},
Pred = {=(2), >(2), <(2)},
ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0 ñ îáû÷íûìè àðèôìåòè÷åñêèìè

îïåðàöèÿìè è îòíîøåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

íà îöåíêå ïåðåìåííûõ θ0 = {x/4, y/6}.



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè:

〈π0, {x/4, y/6}〉

↓I
〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6}〉

↓I
〈y ⇐ y − x ;π0, {x/4, y/6}〉

↓I
〈π0, {x/4, y/6− 4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè: WHILE1, ò. ê. I |= ¬(4 = 6).

〈π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6}〉

↓I
〈y ⇐ y − x ;π0, {x/4, y/6}〉

↓I
〈π0, {x/4, y/6− 4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè: IF0, ò. ê. I 6|= 4 > 6.

〈π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈y ⇐ y − x ;π0, {x/4, y/6}〉

↓I
〈π0, {x/4, y/6− 4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè: ASS, θ1 = {y/y − x}θ0 = {x/4, y/6− 4} .

〈π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈y ⇐ y − x ;π0, {x/4, y/6}〉
↓I

〈π0, {x/4, y/6− 4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè:

〈π0, {x/4, y/6−4}〉

↓I
〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6−4}〉

↓I
〈x ⇐ x − y ;π0, {x/4, y/6−4}〉

↓I
〈π0, {x/4−(6−4), y/6−4}〉

↓I
〈∅, {x/4−(6−4), y/6−4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè: WHILE1, ò. ê. I |= ¬(4 = 6− 4).

〈π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6−4}〉

↓I
〈x ⇐ x − y ;π0, {x/4, y/6−4}〉

↓I
〈π0, {x/4−(6−4), y/6−4}〉

↓I
〈∅, {x/4−(6−4), y/6−4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè: IF1, ò. ê. I |= 4 > 6− 4.

〈π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈x ⇐ x − y ;π0, {x/4, y/6−4}〉

↓I
〈π0, {x/4−(6−4), y/6−4}〉

↓I
〈∅, {x/4−(6−4), y/6−4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè: ASS, θ2 ={x/x−y}θ1 = {x/4−(6−4), y/6−4} .

〈π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈x ⇐ x − y ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈π0, {x/4−(6−4), y/6−4}〉

↓I
〈∅, {x/4−(6−4), y/6−4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè: WHILE0, ò. ê. I 6|= ¬(4−(6−4) = 6−4).

〈π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈x ⇐ x − y ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈π0, {x/4−(6−4), y/6−4}〉
↓I

〈∅, {x/4−(6−4), y/6−4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

θ0 = {x/4, y/6}

Ïðèìåð

Êîììåíòàðèè: Êîíåö âû÷èñëåíèÿ.

〈π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈x ⇐ x − y ;π0, {x/4, y/6−4}〉
↓I

〈π0, {x/4−(6−4), y/6−4}〉
↓I

〈∅, {x/4−(6−4), y/6−4}〉



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ëþáîå âû÷èñëåíèå ëèáî ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ëèáî çàâåðøàåòñÿ

ñîñòîÿíèåì 〈∅, η〉 . Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îöåíêà η íàçûâàåòñÿ

ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü −→∗I äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

ðåôëåêñèâíîãî è òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ îòíîøåíèÿ

ïåðåõîäîâ −→I .

Òîãäà îöåíêà ïåðåìåííûõ η ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ

ïðîãðàììû π íà îöåíêå ïåðåìåííûõ θ â èíòåðïðåòàöèè I â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå

〈π, θ〉 −→∗I 〈∅, η〉.



ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ëþáîå âû÷èñëåíèå ëèáî ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ëèáî çàâåðøàåòñÿ

ñîñòîÿíèåì 〈∅, η〉 . Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îöåíêà η íàçûâàåòñÿ

ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü −→∗I äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

ðåôëåêñèâíîãî è òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ îòíîøåíèÿ

ïåðåõîäîâ −→I .

Òîãäà îöåíêà ïåðåìåííûõ η ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ

ïðîãðàììû π íà îöåíêå ïåðåìåííûõ θ â èíòåðïðåòàöèè I â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå

〈π, θ〉 −→∗I 〈∅, η〉.



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Íåôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà.

Ïðîãðàììà π ñ÷èòàåòñÿ (÷àñòè÷íî ) êîððåêòíîé , åñëè äëÿ

ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííîìó

óñëîâèþ ϕ , ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ (åñëè âû÷èñëåíèå

çàâåðøàåòñÿ) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåííîìó óñëîâèþ ψ .

×àñòè÷íî êîððåêòíàÿ ïðîãðàììà, âñå âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé

çàâåðøàþòñÿ, íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî êîððåêòíîé .

Îãðàíè÷åíèå ϕ , êîòîðîå íàëàãàåòñÿ íà íà÷àëüíûå äàííûå,

íàçûâàåòñÿ ïðåäóñëîâèåì , à òðåáîâàíèå ψ , êîòîðîìó äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ

ïîñòóñëîâèåì ïðîãðàììû.

Çàäà÷à âåðèôèêàöèè ïðîãðàììû π çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå

÷àñòè÷íîé êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû π îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî

ïðåäóñëîâèÿ ϕ è çàäàííîãî ïîñòóñëîâèÿ ψ .



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà.

Ðàñøèðèì ìíîæåñòâî ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ââåäÿ â

ðàññìîòðåíèå â êà÷åñòâå ôîðìóë âûðàæåíèÿ íîâîãî

ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå

Òðèïëåòîì Õîàðà (òðîéêîé Õîàðà) íàçûâàåòñÿ âñÿêîå

âûðàæåíèå âèäà

ϕ{π}ψ,

ãäå ϕ,ψ � ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ,

à π � èìïåðàòèâíàÿ ïðîãðàììà.

Îáîçíà÷èì HTσ ìíîæåñòâî òðèïëåòîâ Õîàðà ñèãíàòóðû σ.



ÇÀÄÀ×À ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ
Âûïîëíèìîñòü òðèïëåòîâ Õîàðà â èíòåðïðåòàöèÿõ

îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

I |= ϕ{π}ψ ⇐⇒ äëÿ ëþáûõ îöåíîê ïåðåìåííûõ θ, η,
åñëè I |= ϕθ è 〈π, θ〉 −→ ∗

I 〈∅, η〉,
òî I |= ψη.

Îïðåäåëåíèå (÷àñòè÷íîé êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû)

Ïóñòü ϕ,ψ � ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, à π � èìïåðàòèâíàÿ

ïðîãðàììà.

Ïðîãðàììà π íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî êîððåêòíîé â

èíòåðïðåòàöèè I îòíîñèòåëüíî ïðåäóñëîâèÿ ϕ è ïîñòóñëîâèÿ ψ,
åñëè òðèïëåò ϕ{π}ψ âûïîëíèì â èíòåðïðåòàöèè I , ò. å.

I |= ϕ{π}ψ .



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïèðàÿñü íà ïðàâèëà òàáëè÷íîãî âûâîäà äëÿ ëîãèêè

ïðåäèêàòîâ, ïîñòðîèì ñèñòåìó ïðàâèë âûâîäà, àíàëîãè÷íûõ

ïðàâèëàì âûâîäà äëÿ ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö.

Âïåðâûå òàêóþ ñèñòåìó ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ïðåäëîæèë â 1968

ã. ×.Ý. Õîàð. Ïðàâèëà âûâîäà Õîàðà èìåþò âèä

Φ

Ψ
,

Φ

ϕ
,

Φ

Ψ1,Ψ2
,

Φ

ϕ,Ψ, ψ
,

ãäå Φ,Ψ,Ψ1,Ψ2 � òðèïëåòû Õîàðà,

ϕ,ψ � ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðàâèëà âûâîäà Õîàðà

ASS:
ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ

true ,

CONS:
ϕ{π}ψ

ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ
,

COMP:
ϕ{π1; π2}ψ

ϕ{π1}χ, χ{π2}ψ
,

IF:
ϕ {if C then π1 else π2 fi} ψ

(ϕ&C ) {π1} ψ, (ϕ&¬C ) {π2} ψ
,

WHILE:
ϕ {while C do π od} (ϕ&¬C )

(ϕ&C ) {π} ϕ .



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðàâèëà âûâîäà Õîàðà

ASS:
ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ

true ,

CONS:
ϕ{π}ψ

ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ
,

COMP:
ϕ{π1; π2}ψ

ϕ{π1}χ, χ{π2}ψ
,

IF:
ϕ {if C then π1 else π2 fi} ψ

(ϕ&C ) {π1} ψ, (ϕ&¬C ) {π2} ψ
,

WHILE:
ϕ {while C do π od} (ϕ&¬C )

(ϕ&C ) {π} ϕ .



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðàâèëà âûâîäà Õîàðà

ASS:
ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ

true ,

CONS:
ϕ{π}ψ

ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ
,

COMP:
ϕ{π1; π2}ψ

ϕ{π1}χ, χ{π2}ψ
,

IF:
ϕ {if C then π1 else π2 fi} ψ

(ϕ&C ) {π1} ψ, (ϕ&¬C ) {π2} ψ
,

WHILE:
ϕ {while C do π od} (ϕ&¬C )

(ϕ&C ) {π} ϕ .



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðàâèëà âûâîäà Õîàðà

ASS:
ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ

true ,

CONS:
ϕ{π}ψ

ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ
,

COMP:
ϕ{π1; π2}ψ

ϕ{π1}χ, χ{π2}ψ
,

IF:
ϕ {if C then π1 else π2 fi} ψ

(ϕ&C ) {π1} ψ, (ϕ&¬C ) {π2} ψ
,

WHILE:
ϕ {while C do π od} (ϕ&¬C )

(ϕ&C ) {π} ϕ .



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðàâèëà âûâîäà Õîàðà

ASS:
ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ

true ,

CONS:
ϕ{π}ψ

ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ
,

COMP:
ϕ{π1; π2}ψ

ϕ{π1}χ, χ{π2}ψ
,

IF:
ϕ {if C then π1 else π2 fi} ψ

(ϕ&C ) {π1} ψ, (ϕ&¬C ) {π2} ψ
,

WHILE:
ϕ {while C do π od} (ϕ&¬C )

(ϕ&C ) {π} ϕ .



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

Âûâîä â ëîãèêå Õîàðà òðèïëåòà Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 � ýòî

êîðíåâîå äåðåâî,

âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò òðèïëåòû è

ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è ïðè ýòîì

1) êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ òðèïëåò Φ0;y
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ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

Âûâîä â ëîãèêå Õîàðà òðèïëåòà Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 � ýòî

êîðíåâîå äåðåâî,

âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò òðèïëåòû è

ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è ïðè ýòîì

1) êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ òðèïëåò Φ0;
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ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

Âûâîä â ëîãèêå Õîàðà òðèïëåòà Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 � ýòî

êîðíåâîå äåðåâî, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò òðèïëåòû è

ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è ïðè ýòîì

1) êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ òðèïëåò Φ0;

y
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Φ0

Φi Φ1

Φj ϕ1 Φ3 ϕ2

ϕ3 ϕ4



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

Âûâîä â ëîãèêå Õîàðà òðèïëåòà Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 � ýòî

êîðíåâîå äåðåâî, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò òðèïëåòû è

ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è ïðè ýòîì

1) êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ òðèïëåò Φ0;y
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Φ0

Φi Φ1

Φj ϕ1 Φ3 ϕ2

ϕ3 ϕ4



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

2) èç âåðøèíû Φi èñõîäÿò äóãè â âåðøèíó Φj

⇐⇒
Φi
Φj

� ïðàâèëî òàáëè÷íîãî âûâîäà;
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ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

2) èç âåðøèíû Φi èñõîäÿò äóãè â âåðøèíó Φj

⇐⇒
Φi
Φj

� ïðàâèëî òàáëè÷íîãî âûâîäà;

y
�
�

�
�	
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Φj ϕ1 Φ3 ϕ2



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

2) èç âåðøèíû Φ1 èñõîäÿò äóãè â âåðøèíû ϕ1, Φ3, ϕ2

⇐⇒
Φ1

ϕ1, Φ3, ϕ2
� ïðàâèëî òàáëè÷íîãî âûâîäà;

y
�
�

�
�	
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@
@Ry
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Φi Φ1

Φj ϕ1 Φ3 ϕ2



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

3) ëèñòüÿìè äåðåâà ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.y
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ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Îïðåäåëåíèå âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà

Âûâîä òðèïëåòà Φ0 = ϕ0 {π0} ψ0 â ëîãèêå Õîàðà íàçûâàåòñÿ

óñïåøíûì â èíòåðïðåòàöèè I , åñëè äåðåâî âûâîäà ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íûì, è âñå åãî ëèñòîâûå âåðøèíû � ýòî èñòèííûå â

èíòåðïðåòàöèè I ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîãðàììà

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ

ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü ïðåäóñëîâèå ϕ0 è

ïîñòóñëîâèå ψ0 , ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó òðåáîâàíèþ, è

ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä òðèïëåòà ϕ0 {π0} ψ0 â ëîãèêå

Õîàðà.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîãðàììà

π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ

ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü ïðåäóñëîâèå ϕ0 è

ïîñòóñëîâèå ψ0 , ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó òðåáîâàíèþ, è

ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä òðèïëåòà ϕ0 {π0} ψ0 â ëîãèêå

Õîàðà.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ââåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå

ôîðìóëû

DIV (x , z) : ∃u (u × z = x),
GCD(x , y , z) : DIV (x , z) & DIV (y , z) &

∀u (DIV (x , u)&DIV (y , u)→ (u ≤ z)).

Òîãäà

ϕ0(x , y , z) : (x > 0) & (y > 0) & GCD(x , y , z),
ψ0(x , z) : z = x .



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

��
���

�����y
PPPPPPPPq y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy

��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

��
���

�����y
PPPPPPPPq y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

��
���

�����y
PPPPPPPPq y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

��
���

�����y
PPPPPPPPq y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

��
���

�����y
PPPPPPPPq y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

��
���

�����y
PPPPPPPPq y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

WHILE
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

��
���

�����y
PPPPPPPPq y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

IF
��

���
�����y

PPPPPPPPq y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



π0: while ¬(x = y)
do if x > y then x ⇐ x − y else y ⇐ y − x � od

(x > 0)&(y > 0)&GCD(x , y , z)︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x ,y ,z)

{π0} z = xy��������)y
PPPPPPPPq y
?yϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z) ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x)

ϕ0(x , y , z) {π0} ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)

?y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y){if x>y then x⇐x−y else y⇐y−x �}ϕ0(x , y , z)

IF
��

���
�����y

PPPPPPPPq y
ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)



Ëåâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)y

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x − y , y , z){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ëåâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)y
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x − y , y , z){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ëåâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)y
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x − y , y , z){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ëåâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)y
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x − y , y , z){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ëåâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)y
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x − y , y , z){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ëåâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)y��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x − y , y , z){x⇐x−y}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ïðàâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){x⇐y−x}ϕ0(x , y , z)y

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y − x , z){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ïðàâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){x⇐y−x}ϕ0(x , y , z)y
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y − x , z){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ïðàâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){x⇐y−x}ϕ0(x , y , z)y
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y − x , z){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ïðàâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){x⇐y−x}ϕ0(x , y , z)y
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y − x , z){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ïðàâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){x⇐y−x}ϕ0(x , y , z)y
CONS

��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y − x , z){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



Ïðàâàÿ âåòâü

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y){x⇐y−x}ϕ0(x , y , z)y��������)y
PPPPPPPPq y
?y

ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z)

ϕ0(x , y , z)→ ϕ0(x , y , z)

ϕ0(x , y − x , z){y⇐y−x}ϕ0(x , y , z)

ASS

?y
true



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé âûâîä â ëîãèêå Õîàðà ÿâëÿåòñÿ

óñïåøíûì äëÿ ñòàíäàðòíîé àðèôìåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè

I0 = 〈DI0 = {0, 1, 2, . . . }, {+,−,×}, <,>,=,≥,≤〉.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü èñòèííîñòü â èíòåðïðåòàöèè

I0 âñåõ ôîðìóë, ñòîÿùèõ â ëèñòüÿõ ïîñòðîåííîãî âûâîäà.

1. I0 |= ϕ(x , y , z)→ ϕ(x , y , z) Î÷åâèäíî.

2. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x), ò. å.
I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(x = y)&GCD(x , y , z)→ (z = x).

Âåðíî.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé âûâîä â ëîãèêå Õîàðà ÿâëÿåòñÿ

óñïåøíûì äëÿ ñòàíäàðòíîé àðèôìåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè

I0 = 〈DI0 = {0, 1, 2, . . . }, {+,−,×}, <,>,=,≥,≤〉.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü èñòèííîñòü â èíòåðïðåòàöèè

I0 âñåõ ôîðìóë, ñòîÿùèõ â ëèñòüÿõ ïîñòðîåííîãî âûâîäà.

1. I0 |= ϕ(x , y , z)→ ϕ(x , y , z) Î÷åâèäíî.

2. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x), ò. å.
I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(x = y)&GCD(x , y , z)→ (z = x).

Âåðíî.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé âûâîä â ëîãèêå Õîàðà ÿâëÿåòñÿ

óñïåøíûì äëÿ ñòàíäàðòíîé àðèôìåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè

I0 = 〈DI0 = {0, 1, 2, . . . }, {+,−,×}, <,>,=,≥,≤〉.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü èñòèííîñòü â èíòåðïðåòàöèè

I0 âñåõ ôîðìóë, ñòîÿùèõ â ëèñòüÿõ ïîñòðîåííîãî âûâîäà.

1. I0 |= ϕ(x , y , z)→ ϕ(x , y , z) Î÷åâèäíî.

2. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬¬(x = y)→ (z = x), ò. å.
I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(x = y)&GCD(x , y , z)→ (z = x).

Âåðíî.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

3. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z), ò. å.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(x > y)&GCD(x , y , z)→
→ (x − y > 0)&(y > 0)&GCD(x − y , y , z).
Âåðíî.

4. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z), ò. å.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(y > x)&GCD(x , y , z)→
→ (x > 0)&(y − x > 0)&GCD(x , y − x , z).
Âåðíî.

5. I0 |= true. Î÷åâèäíî.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ëèñòîâûå ôîðìóëû âûâîäà èñòèííû â

èíòåðïðåòàöèè I0. Çíà÷èò, âûâîä òðèïëåòà ϕ0 {π0} ψ0 ÿâëÿåòñÿ

óñïåøíûì âûâîäîì â èíòåðïðåòàöèè I0.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

3. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z), ò. å.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(x > y)&GCD(x , y , z)→
→ (x − y > 0)&(y > 0)&GCD(x − y , y , z).
Âåðíî.

4. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z), ò. å.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(y > x)&GCD(x , y , z)→
→ (x > 0)&(y − x > 0)&GCD(x , y − x , z).
Âåðíî.

5. I0 |= true. Î÷åâèäíî.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ëèñòîâûå ôîðìóëû âûâîäà èñòèííû â

èíòåðïðåòàöèè I0. Çíà÷èò, âûâîä òðèïëåòà ϕ0 {π0} ψ0 ÿâëÿåòñÿ

óñïåøíûì âûâîäîì â èíòåðïðåòàöèè I0.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Ïðèìåð

3. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&(x > y)→
→ ϕ0(x − y , y , z), ò. å.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(x > y)&GCD(x , y , z)→
→ (x − y > 0)&(y > 0)&GCD(x − y , y , z).
Âåðíî.

4. I0 |= ϕ0(x , y , z)&¬(x = y)&¬(x > y)→
→ ϕ0(x , y − x , z), ò. å.

I0 |= (x > 0)&(y > 0)&(y > x)&GCD(x , y , z)→
→ (x > 0)&(y − x > 0)&GCD(x , y − x , z).
Âåðíî.

5. I0 |= true. Î÷åâèäíî.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ëèñòîâûå ôîðìóëû âûâîäà èñòèííû â

èíòåðïðåòàöèè I0. Çíà÷èò, âûâîä òðèïëåòà ϕ0 {π0} ψ0 ÿâëÿåòñÿ

óñïåøíûì âûâîäîì â èíòåðïðåòàöèè I0.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Òåîðåìà êîððåêòíîñòè

Äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà âûâîäà

ëîãèêè Õîàðà

Φ

Ψ
,

Φ

ϕ
,

Φ

Ψ1,Ψ2
,

Φ

ϕ,Ψ, ψ
,

åñëè I |= Ψ, I |= ϕ,

{
I |= Ψ1,
I |= Ψ2,


I |= ϕ,
I |= Ψ,
I |= ψ,

òî I |= Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïîî÷åðåäíî âñå ïðàâèëà âûâîäà ëîãèêè Õîàðà.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Òåîðåìà êîððåêòíîñòè

Äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà âûâîäà

ëîãèêè Õîàðà

Φ

Ψ
,

Φ

ϕ
,

Φ

Ψ1,Ψ2
,

Φ

ϕ,Ψ, ψ
,

åñëè I |= Ψ, I |= ϕ,

{
I |= Ψ1,
I |= Ψ2,


I |= ϕ,
I |= Ψ,
I |= ψ,

òî I |= Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïîî÷åðåäíî âñå ïðàâèëà âûâîäà ëîãèêè Õîàðà.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðàâèëî

ASS:
ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ

true .

Ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè I âåðíî

I |= ϕ{x/t} {x ⇐ t} ϕ. (∗)

Ïóñòü θ � ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà ïåðåìåííûõ, è ïóñòü

I |= ϕ{x/t}θ.
Òîãäà ñîãëàñíî îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêå èìïåðàòèâíûõ

ïðîãðàìì èìååòñÿ åäèíñòâåííîå âû÷èñëåíèå

〈x ⇐ t, θ〉 −→I 〈∅, η〉,

è ïðè ýòîì η = {x/t}θ.
Î÷åâèäíî, I |= ϕη, è ýòî äîêàçûâàåò (∗).



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ îñòàëüíûõ ïðàâèë äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè

ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå.

�

Ñëåäñòâèå.

Åñëè òðèïëåò ϕ{π}ψ èìååò óñïåøíûé â èíòåðïðåòàöèè I âûâîä,
òî ïðîãðàììà π ÷àñòè÷íî êîððåêòíà â èíòåðïðåòàöèè I
îòíîñèòåëüíî ïðåäóñëîâèÿ ϕ è ïîñòóñëîâèÿ ψ.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èññëåäîâàííàÿ íàìè ïðîãðàììà

âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî ÷àñòè÷íî êîððåêòíà â

àðèôìåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè I0.



ËÎÃÈÊÀ ÕÎÀÐÀ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ îñòàëüíûõ ïðàâèë äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè

ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå.

�

Ñëåäñòâèå.

Åñëè òðèïëåò ϕ{π}ψ èìååò óñïåøíûé â èíòåðïðåòàöèè I âûâîä,
òî ïðîãðàììà π ÷àñòè÷íî êîððåêòíà â èíòåðïðåòàöèè I
îòíîñèòåëüíî ïðåäóñëîâèÿ ϕ è ïîñòóñëîâèÿ ψ.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èññëåäîâàííàÿ íàìè ïðîãðàììà

âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî ÷àñòè÷íî êîððåêòíà â

àðèôìåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè I0.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Êàê àâòîìàòèçèðîâàòü âåðèôèêàöèþ ïðîãðàìì?

Äëÿ ýòîãî íóæíî âûÿñíèòü

1. Ïîëíà ëè ñèñòåìà ïðàâèë âûâîäà ëîãèêè Õîàðà?

2. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ óñïåøíîãî âûâîäà?



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðàâèë âûâîäà Õîàðà.

Íà ñàìîì äåëå, çäåñü íå îäèí, à òðè âîïðîñà.

1. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè I ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà ïðàâèë âûâîäà, ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ êàæäîãî òðèïëåòà

Φ = ϕ{π}ψ ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä òðèïëåòà Φ â

èíòåðïðåòàöèè I è äîêàçàòü åãî óñïåøíîñòü â ñëó÷àå I |= Φ?

Îòâåò îòðèöàòåëüíûé . Ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå

âñÿêîé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîé ñèñòåìû àêñèîì àðèôìåòèêè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðàâèë âûâîäà Õîàðà.

Íà ñàìîì äåëå, çäåñü íå îäèí, à òðè âîïðîñà.

1. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè I ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà ïðàâèë âûâîäà, ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ êàæäîãî òðèïëåòà

Φ = ϕ{π}ψ ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä òðèïëåòà Φ â

èíòåðïðåòàöèè I è äîêàçàòü åãî óñïåøíîñòü â ñëó÷àå I |= Φ?

Îòâåò îòðèöàòåëüíûé . Ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå

âñÿêîé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîé ñèñòåìû àêñèîì àðèôìåòèêè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðàâèë âûâîäà Õîàðà.

Íà ñàìîì äåëå, çäåñü íå îäèí, à òðè âîïðîñà.

1. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè I ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà ïðàâèë âûâîäà, ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ êàæäîãî òðèïëåòà

Φ = ϕ{π}ψ ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä òðèïëåòà Φ â

èíòåðïðåòàöèè I è äîêàçàòü åãî óñïåøíîñòü â ñëó÷àå I |= Φ?

Îòâåò îòðèöàòåëüíûé . Ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå

âñÿêîé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîé ñèñòåìû àêñèîì àðèôìåòèêè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðàâèë âûâîäà Õîàðà.

À ÷òîáû áûëî ñîâñåì ïîíÿòíî, ïîïðîáóéòå óáåäèòüñÿ ñàìè, ÷òî

äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû

π : if x ∗ ∗n + y ∗ ∗n = z ∗ ∗n then u ⇐ 0 else u ⇐ 1 �

îòíîñèòåëüíî ïðåäóñëîâèÿ

ϕ = (x > 0)&(y > 0)&(z > 0)&(n > 2)

è ïîñòóñëîâèÿ

ψ = (u > 0)

ðàâíîñèëüíî äîêàçàòåëüñòâó Âåëèêîé Òåîðåìû Ôåðìà,

ðàçîáðàòüñÿ â êîòîðîì ïîä ñèëó ëèøü î÷åíü íåìíîãèì

ìàòåìàòèêàì



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðàâèë âûâîäà Õîàðà.

2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè I ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà ïðàâèë âûâîäà, ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ êàæäîãî òðèïëåòà

Φ = ϕ{π}ψ ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä Φ â èíòåðïðåòàöèè I
(íî íå ãàðàíòèðóþùàÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî óñïåøíîñòè) â

ñëó÷àå I |= Φ?

Îòâåò îòðèöàòåëüíûé . Áàçîâûå ïðåäèêàòû ñèãíàòóðû σ ìîãóò

áûòü íåäîñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíûìè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ

òåõ îòíîøåíèé ìåæäó ïåðåìåííûìè ïðîãðàììû, êîòîðûå

íóæíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñïåøíîãî âûâîäà.

Â ðåçóëüòàòå íå íàéäåòñÿ íóæíûõ ôîðìóë ϕ′, ψ′ äëÿ
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà

CONS:
ϕ{π}ψ

ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ
.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðàâèë âûâîäà Õîàðà.

2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè I ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà ïðàâèë âûâîäà, ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ êàæäîãî òðèïëåòà

Φ = ϕ{π}ψ ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä Φ â èíòåðïðåòàöèè I
(íî íå ãàðàíòèðóþùàÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî óñïåøíîñòè) â

ñëó÷àå I |= Φ?

Îòâåò îòðèöàòåëüíûé . Áàçîâûå ïðåäèêàòû ñèãíàòóðû σ ìîãóò

áûòü íåäîñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíûìè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ

òåõ îòíîøåíèé ìåæäó ïåðåìåííûìè ïðîãðàììû, êîòîðûå

íóæíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñïåøíîãî âûâîäà.

Â ðåçóëüòàòå íå íàéäåòñÿ íóæíûõ ôîðìóë ϕ′, ψ′ äëÿ
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà

CONS:
ϕ{π}ψ

ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ
.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðàâèë âûâîäà Õîàðà.

3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ èíòåðïðåòàöèé I ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà ïðàâèë âûâîäà Õîàðà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî

òðèïëåòà Φ = ϕ{π}ψ ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä Φ â

èíòåðïðåòàöèè I â ñëó÷àå I |= Φ?

Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé . Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî öèêëà

π = while C do π′ od ñóùåñòâîâàë òàêîé òåðì tπ, ÷òî äëÿ

ëþáîé îöåíêè ïåðåìåííûõ θ çíà÷åíèå òåðìà tπθ ðàâíî n + 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öèêë π â âû÷èñëåíèè 〈π, θ〉
ñîâåðøàåò n èòåðàöèé.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðàâèë âûâîäà Õîàðà.

3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ èíòåðïðåòàöèé I ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà ïðàâèë âûâîäà Õîàðà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî

òðèïëåòà Φ = ϕ{π}ψ ïîñòðîèòü óñïåøíûé âûâîä Φ â

èíòåðïðåòàöèè I â ñëó÷àå I |= Φ?

Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé . Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî öèêëà

π = while C do π′ od ñóùåñòâîâàë òàêîé òåðì tπ, ÷òî äëÿ

ëþáîé îöåíêè ïåðåìåííûõ θ çíà÷åíèå òåðìà tπθ ðàâíî n + 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öèêë π â âû÷èñëåíèè 〈π, θ〉
ñîâåðøàåò n èòåðàöèé.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

×òî íóæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñïåøíîãî âûâîäà?

I Íåîáõîäèìî èìåòü ýôôåêòèâíûé ïðóâåð äëÿ ïðîâåðêè

èñòèííîñòè ôîðìóë â ðàçíûõ èíòåðïðåòàöèÿõ:

I |= ϕ .

I Íåîáõîäèìî âûðàáîòàòü ñòðàòåãèþ àâòîìàòè÷åñêîãî

ïîñòðîåíèÿ âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà. Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü

ñîçäàåò ïðàâèëî

CONS:
ϕ{π}ψ

ϕ→ ϕ′, ϕ′{π}ψ′, ψ′ → ψ
,

ïîñêîëüêó íåÿñíî, êàêèå ôîðìóëû ϕ′, ψ′ íóæíî âûáèðàòü â

êàæäîì ñëó÷àå.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ
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I |= ϕ .
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CONS:
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ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

×òî íóæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñïåøíîãî âûâîäà?
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ïîñòðîåíèÿ âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà. Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü
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ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ñòðàòåãèÿ âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü çàäàíû èíòåðïðåòàöèÿ I , èìïåðàòèâíàÿ ïðîãðàììà π è

ïîñòóñëîâèå ψ . Òîãäà ôîðìóëà ϕ0 íàçûâàåòñÿ ñëàáåéøèì

ïðåäóñëîâèåì (weakest precondition) äëÿ ïðîãðàììû π è

ïîñòóñëîâèÿ ψ , åñëè

1. I |= ϕ0{π}ψ,
2. äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ , åñëè I |= ϕ{π}ψ, òî I |= ϕ→ ϕ0.

Ñëàáåéøåå ïðåäóñëîâèå äëÿ ïðîãðàììû π è ïîñòóñëîâèÿ ψ
óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü wpr(π, ψ) .



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ
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ïðåäóñëîâèåì (weakest precondition) äëÿ ïðîãðàììû π è

ïîñòóñëîâèÿ ψ , åñëè

1. I |= ϕ0{π}ψ,

2. äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ , åñëè I |= ϕ{π}ψ, òî I |= ϕ→ ϕ0.

Ñëàáåéøåå ïðåäóñëîâèå äëÿ ïðîãðàììû π è ïîñòóñëîâèÿ ψ
óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü wpr(π, ψ) .



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ñòðàòåãèÿ âûâîäà â ëîãèêå Õîàðà.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü çàäàíû èíòåðïðåòàöèÿ I , èìïåðàòèâíàÿ ïðîãðàììà π è

ïîñòóñëîâèå ψ . Òîãäà ôîðìóëà ϕ0 íàçûâàåòñÿ ñëàáåéøèì

ïðåäóñëîâèåì (weakest precondition) äëÿ ïðîãðàììû π è

ïîñòóñëîâèÿ ψ , åñëè

1. I |= ϕ0{π}ψ,
2. äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ , åñëè I |= ϕ{π}ψ, òî I |= ϕ→ ϕ0.

Ñëàáåéøåå ïðåäóñëîâèå äëÿ ïðîãðàììû π è ïîñòóñëîâèÿ ψ
óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü wpr(π, ψ) .



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Êàêàÿ ïîëüçà îò ñëàáåéøåãî ïðåäóñëîâèÿ?

Òåîðåìà

I |= ϕ{π}ψ ⇐⇒
{

I |= wpr(π, ψ){π}ψ,
I |= ϕ→ wpr(π, ψ).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óñïåøíîãî âûâîäà ñâîäèòñÿ

ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ wpr(π, ψ).



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

À êàê âû÷èñëÿòü ñëàáåéøåå ïðåäóñëîâèå?

Òåîðåìà

wpr(x ⇐ t, ψ) = ψ{x/t},
wpr(π1; π2, ψ) = wpr(π1, wpr(π2, ψ)),

wpr(if C then π1 else π2 fi, ψ) =
C&wpr(π1, ψ) ∨ ¬C&wpr(π2, ψ),

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîãèõ îïåðàòîðîâ (ïðîãðàìì) ñëàáåéøåå

ïðåäóñëîâèå âû÷èñëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîãðàììà

π: if x>y
then x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y ; x ⇐ x − y
else y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y

�

ïðîâîäèò êîððåêòíóþ ïåðåàäðåñàöèþ äàííûõ.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

Ïðåäóñëîâèå ϕ : x = u1 ∧ y = u2 ,

Ïîñòóñëîâèå ψ : x = u2 ∧ y = u1 ,

×òîáû óáåäèòüñÿ â êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû
äîñòàòî÷íî

âû÷èñëèòü wpr(π, ψ) ,

Ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü I0 |= ϕ→ wpr(π, ψ)
.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

Ïðåäóñëîâèå ϕ : x = u1 ∧ y = u2 ,

Ïîñòóñëîâèå ψ : x = u2 ∧ y = u1 ,

×òîáû óáåäèòüñÿ â êîððåêòíîñòè ïðîãðàììû
äîñòàòî÷íî

âû÷èñëèòü wpr(π, ψ) ,

Ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü I0 |= ϕ→ wpr(π, ψ)
.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

1. ψ0 = wpr(y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y , ψ) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y ,wpr(y ⇐ x − y , ψ))) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y , ψ{y/x − y})) =

wpr(y ⇐ y − x , ψ{y/x − y}{x/x + y}) =

ψ{y/x − y}{x/x + y}{y/y − x} =

ψ{x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

(x = u2 ∧ y = u1){x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

x + (y − x) = u2 ∧ (x + (y − x))− (y − x) = u1) ≡I0

y = u2 ∧ x = u1



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

1. ψ0 = wpr(y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y , ψ) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y ,wpr(y ⇐ x − y , ψ))) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y , ψ{y/x − y})) =

wpr(y ⇐ y − x , ψ{y/x − y}{x/x + y}) =

ψ{y/x − y}{x/x + y}{y/y − x} =

ψ{x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

(x = u2 ∧ y = u1){x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

x + (y − x) = u2 ∧ (x + (y − x))− (y − x) = u1) ≡I0

y = u2 ∧ x = u1



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

1. ψ0 = wpr(y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y , ψ) =
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(x = u2 ∧ y = u1){x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

x + (y − x) = u2 ∧ (x + (y − x))− (y − x) = u1) ≡I0

y = u2 ∧ x = u1



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð
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ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

1. ψ0 = wpr(y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y , ψ) =
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wpr(y ⇐ y − x , ψ{y/x − y}{x/x + y}) =

ψ{y/x − y}{x/x + y}{y/y − x} =

ψ{x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

(x = u2 ∧ y = u1){x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

x + (y − x) = u2 ∧ (x + (y − x))− (y − x) = u1) ≡I0

y = u2 ∧ x = u1



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

1. ψ0 = wpr(y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y , ψ) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y ,wpr(y ⇐ x − y , ψ))) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y , ψ{y/x − y})) =

wpr(y ⇐ y − x , ψ{y/x − y}{x/x + y}) =

ψ{y/x − y}{x/x + y}{y/y − x} =

ψ{x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

(x = u2 ∧ y = u1){x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

x + (y − x) = u2 ∧ (x + (y − x))− (y − x) = u1) ≡I0

y = u2 ∧ x = u1



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

1. ψ0 = wpr(y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y , ψ) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y ,wpr(y ⇐ x − y , ψ))) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y , ψ{y/x − y})) =

wpr(y ⇐ y − x , ψ{y/x − y}{x/x + y}) =

ψ{y/x − y}{x/x + y}{y/y − x} =

ψ{x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

(x = u2 ∧ y = u1){x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

x + (y − x) = u2 ∧ (x + (y − x))− (y − x) = u1) ≡I0

y = u2 ∧ x = u1



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

1. ψ0 = wpr(y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y , ψ) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y ,wpr(y ⇐ x − y , ψ))) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y , ψ{y/x − y})) =

wpr(y ⇐ y − x , ψ{y/x − y}{x/x + y}) =

ψ{y/x − y}{x/x + y}{y/y − x} =

ψ{x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

(x = u2 ∧ y = u1){x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

x + (y − x) = u2 ∧ (x + (y − x))− (y − x) = u1) ≡I0

y = u2 ∧ x = u1



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

1. ψ0 = wpr(y ⇐ y − x ; x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y , ψ) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y ,wpr(y ⇐ x − y , ψ))) =

wpr(y ⇐ y − x ,wpr(x ⇐ x + y , ψ{y/x − y})) =

wpr(y ⇐ y − x , ψ{y/x − y}{x/x + y}) =

ψ{y/x − y}{x/x + y}{y/y − x} =

ψ{x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

(x = u2 ∧ y = u1){x/x + (y − x), y/(x + (y − x))− (y − x)} =

x + (y − x) = u2 ∧ (x + (y − x))− (y − x) = u1) ≡I0

y = u2 ∧ x = u1



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

2. Àíàëîãè÷íî

ψ1 = wpr(x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y ; x ⇐ x − y , ψ) ≡I0

x = u1 ∧ y = u2

3. wpr(π, ψ) = (x > y ∧ ψ1) ∨ (¬(x > y) ∧ ψ0) ≡
(x = u1) ∧ (y = u2).

4. Î÷åâèäíî, |= ϕ → wpr(π, ψ).

Çíà÷èò, π � êîððåêòíàÿ ïðîãðàììà ïåðåàäðåñàöèè.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

2. Àíàëîãè÷íî

ψ1 = wpr(x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y ; x ⇐ x − y , ψ) ≡I0

x = u1 ∧ y = u2

3. wpr(π, ψ) = (x > y ∧ ψ1) ∨ (¬(x > y) ∧ ψ0) ≡
(x = u1) ∧ (y = u2).

4. Î÷åâèäíî, |= ϕ → wpr(π, ψ).

Çíà÷èò, π � êîððåêòíàÿ ïðîãðàììà ïåðåàäðåñàöèè.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Ïðèìåð

2. Àíàëîãè÷íî

ψ1 = wpr(x ⇐ x + y ; y ⇐ x − y ; x ⇐ x − y , ψ) ≡I0

x = u1 ∧ y = u2

3. wpr(π, ψ) = (x > y ∧ ψ1) ∨ (¬(x > y) ∧ ψ0) ≡
(x = u1) ∧ (y = u2).

4. Î÷åâèäíî, |= ϕ → wpr(π, ψ).

Çíà÷èò, π � êîððåêòíàÿ ïðîãðàììà ïåðåàäðåñàöèè.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Íåóæåëè âñå òàê ïðîñòî?

Óâû, íåò. Ãëàâíóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò îïåðàòîð öèêëà

while C do π od. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá âåðèôèöèðîâàòü ýòîò

îïåðàòîð � ýòî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì:

WHILE-GEN:
ϕ {while C do π od} ψ

ϕ→ χ, (χ&C ) {π} χ, (χ&¬C )→ ψ
.

Ýòî ïðàâèëî òðåáóåò ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôîðìóëû χ,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì öèêëà . Èíâàðèàíò öèêëà

çàâèñèò îò òåëà öèêëà π è óñëîâèÿ C .
Àâòîìàòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ èíâàðèàíòîâ öèêëà � ýòî êëþ÷åâàÿ

çàäà÷à â ðåøåíèè ïðîáëåìû àâòîìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè

ïðîãðàìì.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Íåóæåëè âñå òàê ïðîñòî?

Óâû, íåò. Ãëàâíóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò îïåðàòîð öèêëà

while C do π od. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá âåðèôèöèðîâàòü ýòîò

îïåðàòîð � ýòî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì:

WHILE-GEN:
ϕ {while C do π od} ψ

ϕ→ χ, (χ&C ) {π} χ, (χ&¬C )→ ψ
.

Ýòî ïðàâèëî òðåáóåò ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôîðìóëû χ,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì öèêëà . Èíâàðèàíò öèêëà

çàâèñèò îò òåëà öèêëà π è óñëîâèÿ C .
Àâòîìàòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ èíâàðèàíòîâ öèêëà � ýòî êëþ÷åâàÿ

çàäà÷à â ðåøåíèè ïðîáëåìû àâòîìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè

ïðîãðàìì.



ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ

ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ

Íåóæåëè âñå òàê ïðîñòî?

Óâû, íåò. Ãëàâíóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò îïåðàòîð öèêëà

while C do π od. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá âåðèôèöèðîâàòü ýòîò

îïåðàòîð � ýòî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäíûì ïðàâèëîì:

WHILE-GEN:
ϕ {while C do π od} ψ

ϕ→ χ, (χ&C ) {π} χ, (χ&¬C )→ ψ
.

Ýòî ïðàâèëî òðåáóåò ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôîðìóëû χ,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì öèêëà . Èíâàðèàíò öèêëà

çàâèñèò îò òåëà öèêëà π è óñëîâèÿ C .
Àâòîìàòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ èíâàðèàíòîâ öèêëà � ýòî êëþ÷åâàÿ

çàäà÷à â ðåøåíèè ïðîáëåìû àâòîìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè

ïðîãðàìì.



ÊÎÍÅÖ ËÅÊÖÈÈ 2.


